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衡水点睛大联考
第四次联考·数学试卷(理数)

命题:衡水点睛文化编辑部

本试卷分第Ⅰ卷(选择题)和第Ⅱ卷(非选择题)两部分,总分150分,考试时间120分钟。

第Ⅰ卷(选择题,共60分)

题 号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

答 案

一、选择题(本大题共12个小题,每小题5分,共60分。在每小题给出的四个选项中,只有一项

是符合题目要求的。)

1.设集合 M={x|x2+3x+2<0},集合N={x|(12
)x⩽4},则 M∪N= (  )

A.{x|x⩾-2} B.{x|x>-1} C.{x|x<-1} D.{x|x⩽-2}

2.若x∈(e-1,1),a=lnx,b=2lnx,c=ln3x,则 (  )

A.a<b<c B.c<a<b C.b<a<c D.b<c<a

3.抛物线y=4x2 关于直线x-y=0对称的抛物线的准线方程是 (  )

A.y=-1 B.y=-116 C.x=-1 D.x=-116

4.右图是一个几何体的正(主)视图和侧(左)视图,其俯视图是面积

为82的矩形,则该几何体的表面积是 (  )

A.20+82 B.24+82

C.8 D.16

5.若函数f(x)同时具有以下两个性质:①f(x)是偶函数;②对任意实数x,都有f(π4+x)=

f(π4-x
)。则f(x)的解析式可以是 (  )

A.f(x)=cosx B.f(x)=cos(2x+π
2
)

C.f(x)=sin(4x+π
2
) D.f(x)=cos6x

6.已知命题p︰∃x0∈R,ex-mx=0,q︰∀x∈R,x2+mx+1≥0,若p∨(¬q)为假命题,

则实数 m 的取值范围是 (  )

A.(-∞,0)∪(2,+∞) B.[0,2]

C.R D.Ø
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7.若实数x、y满足不等式组

y⩽5

2x-y+3⩽0

x+y-1⩾

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

,则z=|x|+2y的最大值是 (  )

A.10 B.11 C.13 D.14

8.已知数列{an}满足a1=1,且an=13an-1+(13
)n(n⩾2,且n∈N*),则数列{an}的通项公

式为 (  )

A.an= 3
n

n+2 B.an=n+2
3n

C.an=n+2 D.an=(n+2)·3n

9.已知F1、F2 为双曲线 C︰x2-y2=1的左、右焦点,点 P 在 C 上,|PF1|=2|PF2|,则

cos∠F1PF2= (  )

A.14 B.34 C.35 D.45

10.(x2+2)(1x2-mx)5 展开式中x2 项的系数250,则实数 m 的值为 (  )

A.±5 B.5 C.± 5 D.5

11.与向量a=(72
,1
2
),b=(12

,-72
)的夹角相等,且模为1的向量是 (  )

A.(45
,-35

) B.(45
,-35

)或(-45
,3
5
)

C.(223
,-13

) D.(223
,-13

)或(-223
,1
3
)

12.在平面直角坐标系xOy中,圆C 的方程为x2+y2-8x+15=0,若直线y=kx+2上至少存

在一点,使得以该点为圆心,半径为1的圆与圆C 有公共点,则k 的最小值是 (  )

A.-43 B.-54 C.-35 D.-53

第Ⅱ卷(非选择题,共90分)

二、填空题(本大题共4个小题,每小题5分,共20分,请把正确的答案填写在各小题的横线上。)

13.已知底面边长为 2,各侧面均为直角三角形的正三棱锥P-ABC 的四个顶点都在同一球面

上,则此球的表面积为 。

14.某宾馆安排A、B、C、D、E 五人入住3个房间,每个房间至少住1人,且A、B 不能住同一房

间,则共有 种不同的安排方法(用数字作答)。

15.若在区间[0,1]上存在实数x使2x(3x+a)<1成立,则a的取值范围是 。

16.已知中心在原点的椭圆与双曲线有公共焦点,且左、右焦点分别为F1、F2,这两条曲线在第

一象限的交点为P,△PF1F2 是以PF1 为底边的等腰三角形。若|PF1|=10,椭圆与双曲线

的离心率分别为e1、e2,则e1·e2 的取值范围为 。
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三、解答题(本大题共6个小题,共70分,解答应写出文字说明、证明或演算步骤。)

17.(12分)在△ABC 中,角A、B、C 所对的边分别为a、b、c,函数f(x)=2cosxsin(x-A)+

sinA(x∈R)在x=5π12
处取得最大值。

(1)当x∈(0,π2
)时,求函数f(x)的值域;

(2)若a=7且sinB+sinC=13314
,求△ABC 的面积。

18.(12分)若{an}是各项均不为零的等差数列,公差为 d,Sn 为其前n 项和,且满足a2
n=

S2n-1,n∈N*。数列{bn}满足bn= 1
an·an+1

,Tn 为数列{bn}的前n 项和。

(Ⅰ)求an 和Tn;

(Ⅱ)是否存在正整数 m、n(1<m<n),使得 T1、Tm、Tn 成等比数列? 若存在,求出所有

m、n 的值;若不存在,请说明理由。
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19.(12分)三棱锥P-ABC 中,底面ABC 为边长为23的正三角形,平

面PBC⊥平面ABC,PB=PC=2,D 为AP 上一点,AD=2DP,O 为

底面三角形中心。

(Ⅰ)求证:BD⊥AC;

(Ⅱ)设 M 为PC 中点,求二面角 M-BD-O 的余弦值。

20.(12分)已知点A(-4,4)、B(4,4),直线AM 与BM 相交于点M,且直线AM 的斜率与直线

BM 的斜率之差为-2,点 M 的轨迹为曲线C。

(Ⅰ)求曲线C 的轨迹方程;

(Ⅱ)Q 为直线y=-1上的动点,过 Q 做曲线C 的切线,切点分别为 D、E,求△QDE 的面

积S的最小值。
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21.(12分)已知函数f(x)=12
[tln(x+2)-ln(x-2)],且f(x)⩾f(4)恒成立。

(Ⅰ)求x为何值时,f(x)在[3,7]上取得最大值;

(Ⅱ)设F(x)=aln(x-1)-f(x),若F(x)是单调递增函数,求a的取值范围。
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请考生在第22~24三题中任选一题做答,如果多做,则按所做的第一题记分。

22.(10分)【选修4-1︰几何证明选讲】

如右图,AB 是☉O 的直径,AC 是弦,∠BAC 的平分线AD 交☉O 于

点D,DE⊥AC,交AC 的延长线于点E,OE 交AD 于点F。

(Ⅰ)求证:DE 是☉O 的切线;

(Ⅱ)若AC
AB=

2
5
,求AF

DF
的值。

23.(10分)【选修4-4︰坐标系与参数方程】

已知在平面直角坐标系xOy中,直线l的参数方程是
x= 22t

y= 22t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï +42

(t是参数),以原

点O 为极点,Ox为极轴建立极坐标系,圆C 的极坐标方程为ρ=2cos(θ+
π
4
)。

(1)求圆心C 的直角坐标;

(2)由直线l上的点向圆C 引切线,求切线长的最小值。

24.(10分)【选修4-5︰不等式选讲】

已知f(x)=|2x-1|+ax-5(a是常数,a∈R)。

(Ⅰ)当a=1时求不等式f(x)⩾0的解集;

(Ⅱ)如果函数y=f(x)恰有两个不同的零点,求a的取值范围。

数学(理科)选做    题:
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衡 水 点 睛 大 联 考
数学·参考答案(四)

(理科)

1.A 【解析】M={x|-2<x<-1},N={x|x⩾-2},∴M∪N={x|x⩾-2}。

2.C 【解析】∵-1e<x<1
,∴-1<a=lnx<0.2lnx<lnx,即b<a,又a-c=lnx-ln3x=lnx(1-lnx)(1+lnx)<0,

则a<c,因此b<a<c。

3.D 【解析】抛物线x2=14y,准线y=-116
,关于x=y对称的直线x=-116

为所求。

4.A 【解析】由已知俯视图是矩形,则该几何体为一个三棱柱,根据三视图的性质,俯视图的矩形宽为22,由面积82

得长为4,则S=S侧+2S底=(82+2×2×4)+2×12×22× 2=20+82
。

5.C 【解析】∵f(x)为偶函数,而B 为f(x)=-sin2x为奇函数,所以排除B,由f(π4+x
)=f(π4-x

)知,f(x)的对称轴

为x=π
4
,而x=π

4
是f(x)=sin(4x+π

2
)=cos4x的对称轴,且为偶函数。

6.B 【解析】若命题p 为真,则 m=ex

x
,令y=ex

x
,则y′=ex(x-1)

x2
,y=ex

x
在(-∞,0)上减函数,在(0,1)上为

减函数,在(1,+∞)为增函数,∴m∈(-∞,0)∪[e,+∞);若 q 为真,则△=m2-4⩽0,即-2⩽m⩽2;
则¬q 为 m∈(-∞,-2)∪(2,+∞)。若p∨¬q 为真,则 m∈(-∞,0)∪(2,+∞);若p∨¬q 为假,则
m∈[0,2]。

7.D 【解析】当x⩾0时,2y=-x+z表示的是斜率为-1截距为z的平行直线系,当过点(1,5)时,截距最大,此时z最

大,zmax=1+2·5=11;当x<0时,2y=x+z,表示的是斜率为-1截距为z 的平行直线系,当过点(-4,5)时,
zmax=4+2·5=14。

8.B 【解析】由an=13an-1+ ( )13
n
(n⩾2,n∈N),两边乘以3n 得3nan=3n-1an-1+1。数列{3nan}是以3为首项,公

差为1的等差数列,3nan=3+(n-1)×1=n+2。所以an=n+2
3n 。

9.B 【解析】由双曲线的定义知:|PF1|-|PF2|=2a=2,又|PF1|=2|PF2|,所以|PF1|=4,|PF2|=2;又|F1F2|=2c

=22,所以cos∠F1PF2=
|PF1|2+|PF2|2-|F1F2|2

2|PF2|·|PF2| =34
。

10.C 【解析】若第一个因式取2,第二个因式中项x2 为:2Cr
5x-2(5-r)(-mx)r=2Cr

5(-m)rx3r-10,由3r-10=2
得r=4,系数为 C4

5=(-m)4=5m4,因第二个因式中没有常数项,所以展开式x2 项的系数是2×5m4=250,

∴m=± 5。
11.B 【解析】方法一:(直接法)设所求向量e=(cosθ,sinθ),则由于该向量与a、b 的夹角都相等,故

a·e
|a||e|=

b·e
|b||e|⇒a·e=b·e⇒72cosθ+12sinθ=12cosθ-72sinθ⇒3cosθ=-4sinθ,所以

sinθ=-35

cosθ=

ì

î

í

ï
ï

ïï
4
5

,或
sinθ=35

cosθ=-

ì

î

í

ï
ï

ïï
4
5

,可知B选项成立;方法二:(数形结合法)画出a、b 的草图,然后画

出(2
3 2

,-13
),显然它与a、b的夹角不相等,逐一排除;方法三:(定性判断、验证法)若存在一向量c与a、b 的夹

角相等,则-c与a、b的夹角也一定相等,故应有2个向量,排除 A、C,∵|a|=|b|,∴若c与a、b 的夹角相等,由

向量的夹角公式可得a·c=b·c,显然(7
2
,1
2
)·(2

3 2
,-13

)≠(12
,-72

)·(2
3 2

,-13
),排除 D。

12.A 【解析】因为圆 C 的方程可化为:(x-4)2+y2=1,所以圆 C 的圆心为(4,0),半径为1。因为由题意,直线



衡水点睛文化·数学(理数)答案 第2    页 共4页

y=kx+2上至少存在一点 A(x0,kx0+2),以该点为圆心,1为半径的圆与圆 C 有公共点,所以存在x0∈R,

使得 AC⩽1+1成立,即 ACmin⩽2;因为 ACmin即为点 C 到直线y=kx+2的距离|4k+2|
k2+1

,所以|4k+2|
k2+1

⩽2,

解得-43⩽k⩽0,所以k的最小值是-43
。

13.3π 【解析】将三棱锥补形为正方体,如右图所示,则三棱锥P-ABC 的外接球即为正方体的外接

球,△ABC 的边长为 2,由正方体的性质可知正方体的棱长均为1,则正方体的体对角线长为

3,外接球的半径为 3
2
,外接球的表面积为4π×(32

)2=3π。

14.114 【解析】C3
5·A3

3+C1
3·C2

5·C2
3-C2

4·A3
3=114。

15.a<1 【解析】由2x(3x+a)<1得a<1-2
x×3x
2x =2-x-3x,在区间[0,1]存在实数x使得a<2-x-3x即只要满足

(2-x-3x)max>a即可,而2-x-3x在区间[0,1]上为减函数,所以(2-x-3x)max=1,所以a<1。

16.(13
,+∞)【解析】设椭圆与双曲线的半焦距为c,|PF1|=r1,|PF2|=r2,由题意知r1=10,r2=2c,且r1>r2,

∴2c<10,由三角形两边之和大于第三边可知2r2>r1,即2c+2c>10,于是5
2<c<5

,∴1<25c2<4
;又e1=2c2a=

2c
r1+r2=

c
5+c

,e2=2c2a=
2c

r1-r2=
c
5-c

,∴e1·e2= c2
25-c2=

1
25
c2-1

>13
。

17.解:(1)f(x)=2cosx(sinxcosA-cosxsinA)+sinA=2sinxcosxcosA-2cos2xsinA+sinA
=sin2xcosA-cos2xsinA=sin(2x-A) 2分………………………………………………………………

∵f(x)在x=512π
处取得最大值

∴2×512π-A=2kπ+π
2
,其中k∈Z,即 A=π

3-2kπ
,其中k∈Z

∵A∈(0,π),∴A=π
3 4分…………………………………………………………………………………………

∵x∈(0,π2
),∴2x-A∈(-π

3
,2π
3
)

∴- 32<sin
(2x-A)≤1,即f(x)的值域为 - 32

,æ

è
ç

ù

û
úú1 6分……………………………………………………

(2)由正弦定理 a
sinA=

b
sinB=

c
sinC

得,sinB+sinC=b+c
a sinA

即13
143=

b+c
7 × 32

,∴b+c=13 8分……………………………………………………………………………

由余弦定得a2=b2+c2-2bccosA 得

a2=(b+c)2-2bc-2bccosA,即49=169-3bc,∴bc=40 10分……………………………………………

∴S△ABC=12bcsinA=12×40×
3
2=103 12分…………………………………………………………………

18.解:(Ⅰ)a2n=S2n-1中,令n=1、2,解得a1=1,d=2 2分………………………………………………………………

从而an=2n-1,bn=12
1

2n-1-
1

2n( )+1

于是Tn=12 1-( )13 + 1
3-( )15 +…+ 1

2n-1-
1

2n( )[ ]+1 = n
2n+1 6分………………………………

(Ⅱ)假设否存在正整数 m、n(1<m<n),使得T1、Tm、Tn 成等比数列

则 m
2m( )+1

2

=13
· n
2n+1

,可得3
n=

-2m2+4m+1
m2 >0 8分………………………………………………

由分子为正,解得1- 62<m<1+ 62 10分……………………………………………………………………

由 m∈N*,m>1,得 m=2,此时n=12
当且仅当 m=2,n=12时,T1、Tm、Tn 成等比数列 12分………………………………………………………

19.(Ⅰ)连结 AO 并延长交BC 于点E,连结PE
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∵O 为正三角形ABC 的中心,∴AO=2OE,且E 为BC 中点

又 AD=2DP,∴DO∥PE 2分………………………………………………………………………………………

∵PB=PC,且E 为BC 中点,∴PC⊥BC
又平面PBC⊥平面 ABC,∴PE⊥平面 ABC 3分……………………………………………………………………

∴DO⊥平面PBC,∴DO⊥AC
又 AC⊥BO,∴AC⊥平面 DOB 5分…………………………………………………………………………………

∴AC⊥BD 6分………………………………………………………………………………………………………

(Ⅱ)由(Ⅰ)知,EA、EB、EP 两两互相垂直,且E 为BC 中点,分别以EA、EB、EP 所在直线为x、y、z轴,建立如下图

空间直角坐标系,则

A(3,0,0),B(0,3,0),P(0,0,1),D(1,0,23
),C(0,- 3,0),M(0,- 32

,1
2
) 9分………………………

∴ →BM=(0,-332
,1
2
),→DB=(-1,3,-23)

设平面BDM 的一个法向量为n=(x、y、z),则
n· →DB=-x+ 3y-23z=0

n· →BM=-332y+
1
2z

ì

î

í

ï
ï

ïï =0

令y=1,则n=(- 3,1,33) 10分…………………………………………………

由(Ⅰ)知 AC⊥平面 DBO,∴ →AC=(-3,- 3,0)为平面 DBO 的一个法向量 11分……………………………

∴cos<n,→AC>= n· →AC
|n||→AC|

= 33- 3
3+1+27· 9+3

= 31
31

由图可知,二面角 M-BD-O 的余弦值为 31
31 12分………………………………………………………………

20.解:(Ⅰ)设 M(x,y),由已知得y-4
x+4-

y-4
x-4=-2 2分…………………………………………………………………

得x2=4y,所以曲线C 的轨迹方程为x2=4y(x≠±4) 4分……………………………………………………

(Ⅱ)设 Q(m,-1),因为切线斜率存在且不为0
故可设切线斜率为k,则切线方程为y+1=k(x-m) 6分……………………………………………………

y+1=k(x-m)
x2=4{ y

,得x2-4kx+4(km+1)=0

由相切得△=0,即k2-km-1=0
把km+1=k2 带入到x2-4kx+4(km+1)=0得x2-4kx+4k2=0
即x=2k,从而得到切点的坐标为(2k,k2),在关于k的方程k2-km-1=0中△′=m2+4>0

所以方程k2-km-1=0有两个不相等的实数根,分别记为k1、k2,则有
k1+k2=m
k1·k2

{ =-1

故 QD⊥QE,△QDE 为直角三角形,S=12|QD|·|QE|,记切点(2k,k2)到 Q(m,-1)的距离为d

则d2=(2k-m)2+(k2+1)2=4k2-4km+m2+(km+2)2=4(k2-km)+m2+k2m2+4km+4
注意到k2-km-1=0,所以d2=(4+m2)(k2+1) 8分………………………………………………………

故|QD|= (4+m2)(k2
1+1),|QE|= (4+m2)(k2

2+1)

S=12
(4+m2) 1+1-2k1·k2+(k1+k2)2=12

(4+m2) 4+m2≥4

即当 m=0,也就是 Q(0,-1)时,△QDE 的面积S有最小值4 12分…………………………………………

21.解:(Ⅰ)∵f(x)=12
[tln(x+2)-ln(x-2)],且f(x)⩾f(4)恒成立

∴f(x)的定义域为(2,+∞),且f(4)是f(x)的最小值

又∵f′(x)=12
[t
x+2-

1
x-2

],∴f′(4)=0,解得t=3 3分……………………………………………………

∴f′(x)=12
[3
x+2-

1
x-2

]=x-4
x2-4

∴当2<x<4时,f′(x)<0;当x>4时,f′(x)>0
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∴f(x)在(2,4)上是减函数,在(4,+∞)是增函数,∴f(x)在[3,7]上的最大值应在端点处取得

∵f(3)-f(7)=12
[3ln5-ln1]-12

[3ln9-ln5]=12
[ln625-ln729]<0,∴f(3)<f(7)

即当x=7时,f(x)取得在[3,7]上的最大值 6分………………………………………………………………

(Ⅱ)∵F(x)是单调递增函数,∴f′(x)>0恒成立

又∵F′(x)= a
x-1-

x-4
x2-4=

(a-1)x2+5x-4(a+1)
(x-1)(x2-4)

显然在f(x)的定义域(2,+∞)上,(x-1)(x2-4)>0恒成立

∴(a-1)x2+5x-4(a+1)>0在(2,+∞)恒成立 8分………………………………………………………

下面分情况讨论(a-1)x2+5x-4(a+1)>0在(2,+∞)上恒成立时,a的解的情况

当a-1<0时,显然不可能有(a-1)x2+5x-4(a+1)>0在(2,+∞)上恒成立

当a-1=0时,(a-1)x2+5x-4(a+1)=5x-8>0在(2,+∞)上恒成立

当a-1>0时,又有两种情况:①52+16(a-1)(a+1)<0;

②- 5
2(a-1)<2

且(a-1)·22+5×2-4(a-1)>0

由①得16a2+9<0,无解;由②得a>-14
∵a-1>0,∴a>1
综上所述各种情况,当a⩾1时,(a-1)x2+5x-4(a+1)>0在(2,+∞)上恒成立

∴所求的a的取值范围为[1,+∞) 12分………………………………………………………………………

22.解:(Ⅰ)证明:连结 OD,可得∠ODA=∠OAD=∠DAC 2分………………………………………

∴OD∥AE
又 AE⊥DE 3分………………………………………………………………………………

∴DE⊥OD
又 OD 为半径,∴DE 是的☉O 切线 5分……………………………………………………

(Ⅱ)过 D 作DH⊥AB 于H,则有∠DOH=∠CAB

cos∠DOH=cos∠CAB=AC
AB=

2
5 6分………………………………………………………

设 OD=5x,则 AB=10x,OH=2x
∴AH=7x
由△AED≌△AHD 可得AE=AH=7x 8分……………………………………………………………………

又由△AEF∽△DOF,可得 AF︰DF=AE︰OD=75

∴AF
DF=

7
5 10分……………………………………………………………………………………………………

23.解:(1)∵ρ= 2cosθ- 2sinθ,∴ρ2= 2ρcosθ- 2ρsinθ
∴圆C 的直角坐标方程为x2+y2- 2x+ 2y=0

即(x- 22
)2+(y+ 22

)2=1,∴圆心直角坐标为(2
2
,- 22

) 5分………………………………………………

(2)直线l上的点向圆C 引切线长是

(2
2t- 22

)2+(22t+ 22+42
)2-1= t2+8t+40= (t+4)2+24≥26

∴直线l上的点向圆C 线的切线的最小值是26 10分…………………………………………………………

24.解:(Ⅰ)f(x)=
3x-6(x⩾12

)

-x-4(x<12

ì

î

í

ï
ï

ïï )
,∴f(x)⩾0的解为{x|x⩾2或x⩽-4} 5分………………………………………

(Ⅱ)由f(x)=0得,|2x-1|=-ax+5
令y=|2x-1|,y=-ax+5,作出它们的图象,可以知道

当-2<a<2时,这两个函数的图象有两个不同的交点

所以,函数y=f(x)有两个不同的零点 10分……………………………………………………………………
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